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Аннотация. Актуальность и цели. В настоящее время хорошо известны эффекты 
размерного квантования в узких нанопроводниках (нанолентах и нанотрубках), вы-
зывающие появление квантов электрического сопротивления, электроемкости и ин-
дуктивности. Не менее известны эффекты магнитного квантования, приводящие  
в двумерных проводниках к появлению квантов холловского сопротивления и магни-
тосопротивления. Целью данной работы является исследование влияния размерного 
и магнитного квантования на термомагнитные эффекты Риги − Ледюка и магнито-
теплопроводности. Материалы и методы. Объектами исследования являются метал-
лические графеновые наноленты шириной не менее 100 нм и длиной, не превышаю-
щей длину баллистического транспорта электронов (менее 1 мкм). В работе исполь-
зуются известные методы квантовой физики, кристаллофизики и квантовой теории 
явлений переноса в двумерном электронном газе. Результаты. Исследованы анти-
симметричные и симметричные части тензора удельных тепловых сопротивлений 
2D-проводника в поперечном магнитном поле. Получены явные выражения для 
кванта удельного теплового сопротивления Риги − Ледюка и кванта коэффициента 
удельного абсолютного магнитотеплосопротивления.  Результаты исследования мо-
гут быть использованы при разработке термомагнитных датчиков, магнитотерморе-
зисторов и других термомагнитных приборов. Выводы. Показано, что локализация 
электронов в узких графеновых нанолентах вследствие совместного размерного и 
магнитного квантования приводит к появлению квантового эффекта Риги – Ледюка и 
квантов коэффициентов Риги – Ледюка, удельного теплового сопротивления Риги – 
Ледюка и коэффициента удельного абсолютного магнитотеплосопротивления. 
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Abstract. Background. Currently, the effects of dimensional quantization in narrow nano-
conductors (nanoribbons and nanotubes) are well known, causing the appearance of quanta 
of electrical resistance, electrical capacity and inductance. No less known are the effects of 
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magnetic quantization, which lead to the appearance of quantum Hall resistance and mag-
netoresistance in two-dimensional conductors. The purpose of the work is to study the ef-
fect of dimensional and magnetic quantization on the thermomagnetic effects of Righi − 
Leduc and magnetothermal conductivity. Materials and methods. The objects of the study 
are metallic graphene nanoribbons with a width of less than 100 nm and a length not ex-
ceeding the length of ballistic electron transport (less than 1μm). The work uses well-
known methods of quantum physics, crystallophysics and the quantum theory of transport 
phenomena in two-dimensional electron gas. Results. The symmetric and antisymmetric 
parts of the specific thermal resistance tensor of a 2D conductor in a transvers magnetic 
field are investigated. Explicit expressions are obtained for the Righi − Leduc quantum of 
specific thermal resistance and quantum of specific absolute magnetothermal resistance. 
The results of the work can be used in the development of thermomagnetic sensors, magne-
tothermoresistors and other thermomagnetic devices. Conclusions. It is shown that the lo-
calization of electrons in narrow graphene nanoribbons due to joint dimensional and mag-
netic quantization leads to the appearance of the quantum Righi – Leduc effect and the 
quanta of the Righi – Leduc coefficients, the specific thermal resistance of Righi – Leduc 
and the coefficient of specific absolute magnetothermal resistance. 
Keywords: graphene nanoribbons, Righi − Leduc effect, magnetothermal resistance, di-
mensional quantization, magnetic quantization 
For citation: Brazhe R.A., Grishina A.A. Quanta of the Righi – Leduc coefficients and 
magneto-thermal resistance. Izvestiya vysshikh uchebnykh zavedeniy. Povolzhskiy region. 
Fiziko-matematicheskie nauki = University proceedings. Volga region. Physical and 
mathematical sciences. 2024;(1):151–159. (In Russ.). doi: 10.21685/2072-3040-2024-1-13 

Введение 
Как было показано нами ранее [1–3], в 2D-нанопроводниках, попереч-

ные размеры которых соизмеримы с длиной электронной волны де Бройля, 
размерное квантование приводит к квантованию коэффициентов диффузии, 
вязкости, электро- и теплопроводности, коэффициентов Зеебека, Пельтье и 
Томсона. Если, кроме того, проводники находятся в поперечном магнитном 
поле, то появляется дополнительно магнитное квантование, обусловленное 
квантованием циклотронных орбит электронов и появлением в их энергети-
ческом спектре уровней Ландау. В результате возникает квантование коэф-
фициентов Холла, холловского сопротивления и магнитосопротивления [4]. 

Развитием названных работ является исследование ожидаемого кванто-
вания кинетических коэффициентов, описывающих термомагнитные явления 
переноса: эффектов Риги − Ледюка и магнитотеплового сопротивления при 
их наблюдении в электропроводящих узких нанолентах. 

Открытый еще в 1887 г. А. Риги (Италия) и С. Ледюком (Франция) эф-
фект состоит в том, что при помещении проводника с продольным градиен-
том температур в поперечное магнитное поле в нем возникает вторичная раз-
ность температур, перпендикулярная исходному тепловому потоку и магнит-
ному полю. Указанная разность температур пропорциональна первой степени 
индукции приложенного магнитного поля. Магнитотеплосопротивление − 
другой магнитотермический эффект, состоящий в появлении как поперечно-
го, так и продольного магнитотеплового сопротивления в проводнике, про-
порционального квадрату индукции поперечного магнитного поля. 

Несмотря на то, что магнитотермические явления, в том числе эффект 
Риги − Ледюка в низкоразмерных системах, в настоящее время интенсивно 
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исследуются [5–7], авторам неизвестны публикации, в которых бы говори-
лось о квантовании соответствующих кинетических коэффициентов. В связи 
с этим наше исследование представляется актуальным как в теоретическом, 
так и в экспериментальном плане. 

Основной целью статьи является исследование влияния размерного и 
магнитного квантования на протекание термомагнитных явлений в узких 
электропроводящих графеновых нанолентах в условиях баллистического 
транспорта электронов, когда их рассеяние на фононах отсутствует. Конеч-
ной целью работы является вывод явных выражений для квантов коэффици-
ентов Риги − Ледюка и магнитотеплового сопротивления. 

Материалы и методы 
Объектами исследования являются графеновые наноленты (ГНЛ) с кра-

ями типа «зигзаг» и длиной, не превышающей их баллистической длины: 
bL L≤  (для графена  1мкмbL ≈ ). Ширина наноленты 100 нмW ≤  выбирается 

из соображений обеспечения выполнения условий размерного квантования 
электронных состояний в образце. 

В работе использовались известные методы квантовой физики, кри-
сталлофизики (в частности, тензорного описания явлений переноса) и основ-
ные понятия физики двумерного электронного газа. 

Результаты 
Общий вид уравнения для тензора удельного теплового сопротивления 

Уравнение для тензора 2-го ранга удельного теплового сопротивления 
( ) ( )ij Bθρ


 в поперечном магнитном поле с индукцией B


 запишем в виде [8, 9] 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ),  0 .k k lij ij ijk ijklB B B Bθ θ θ θρ = ρ + ρ + ρ


  (1) 

Антисимметричная часть тензора (1) описывает эффект Риги − Ледюка 
(тепловой аналог эффекта Холла): 

 ( ) ( ) ( ) ,kij ijkB Bθ θρ = ρ


  (2) 

а симметричная часть ‒ эффект магнитотеплового сопротивления:  

 ( ) ( ) ( ) ( ), 0 .k lij ij ijklB B Bθ θ θρ = ρ + ρ


  (3) 

В выражении (3) ( ),0
ij
θρ  представляет собой обычное удельное тепловое 

сопротивление материала без влияния магнитного поля, а ( )
ijkl
θρ  – удельное 

магнитотепловое сопротивление. 
На рис. 1 представлено расположение исследуемой ГНЛ относительно 

кристаллофизических осей 1x , 2x , 3x , ориентация магнитного поля и исход-
ного градиента температуры, задающего тепловой поток. 

Физика процесса состоит в том, что электроны от горячего конца ГНЛ 
начинают двигаться к более холодному, а электроны от холодного конца  
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к более нагретому. «Горячие» электроны переносят бо́льшую энергию, в ре-
зультате чего дают бо́льший вклад в образующуюся поперечную разность 
температур и определяют направление и величину вторичного градиента 
температуры. 
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Рис. 1. Ориентация ГНЛ, магнитного поля и исходного градиента температуры  
(стрелкой показано направление бокового отклонения «горячих» электронов) 

Эффект Риги − Ледюка 

Коэффициент Риги − Ледюка ( ) ijk
θρ  в выражении (2) измеряется в сле-

дующих единицах СИ: ( ) 1 11 К 1Тл Втijk
θ − − ρ = ⋅ ⋅  

 и для графена характеризу-

ется единственным отличным от нуля компонентом тензора ( )
123
θρ : 

( ) 113 123 123
123

213 223 123 1

0
0

θ ρ ρ ρ   
ρ = =   ρ ρ −ρ   

. 

В условиях размерного квантования ширина ГНЛ / FW k= π , где  Fk –

волновое число Ферми [1]. Тогда ( )
2123 /RLAθρ = κ  , 2

RL HA R= σ , где  RLA − 
коэффициент Риги − Ледюка; 2σ  и 2κ − соответственно коэффициенты дву-
мерной электро- и теплопроводности. Ввиду того, что в бесстолкновительном 
режиме электронного транспорта фононной теплопроводностью можно пре-
небречь, а закон Видемана − Франца принимает вид [1]: 

2
2

2

Bk T
e

κ  =  σ  
, 
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 ( ) 2 2 2
123123 2 2 22

1
H

B B B

e e eR
n ek T k T k T

θρ = = = ρ ,  (4) 

где  

123 *2 F

hL
em v N

ρ =  

обозначает коэффициент Холла [4];  Bk  − постоянная Больцмана; e  – эле-
ментарный заряд; T  − абсолютная температура образца; 2n  − двумерная 

концентрация электронов; h  − постоянная Планка; L  − длина образца; *m  – 
эффективная масса электрона;  Fv  ‒ его скорость Ферми; N  − число элек-
тронов в ГНЛ указанных размеров.  

В расчете на один канал электропроводности для 1N =  на единицу 
длины из (4) получаем квант погонного значения коэффициента Риги −   
Ледюка: 

 ( ) 2
2020 2 ,

B

e
k T

θρ = ρ   (5) 

где ( )*
20 / 2 Fh em vρ = − квант погонного значения коэффициента Холла [4]. 

Запишем теперь выражение для поперечной разности температур в эф-
фекте Риги − Ледюка в форме, по структуре сходной с формулой для холлов-
ского напряжения: 

 
1 2

,RL
RL Q

AdTT A BW j BW
dx x

Δ = =   (6) 

где ( )/Qj dQ Wdt= − плотность теплового потока.  
Тогда удельное тепловое сопротивление 2D-электронного газа в маг-

нитном поле (удельное тепловое сопротивление Риги − Ледюка) согласно (4) 
будет  

 ( ) ( ) 2

123 2 2 22 2

1 ,oe
RL

B B B

Re B h eB hB
n e n hk T k T k T

θ
θ θρ = ρ = = = =

ν ν
  (7) 

где 

 ( )
2oe
B

hR
k T

θ =  –  (8) 

квант удельного теплового сопротивления электронного газа, аналогичный 
сопротивлению фон Клитцинга 2 / 25,8128 кОмKR h e= ≈  для квантового 
эффекта Холла, а ( )2 /n h eBν =  ‒ фактор заполнения уровней Ландау элек-

тронами. При ( ) 10300 K  1,18 10  K / ВтoeT R θ= = ⋅ . 
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Если в наноленте укладывается ( ) /F s v FM E g g Wk= π  анналов элек-
тропроводности (  sg  и vg  – соответственно спиновое и доменное вырожде-
ния электронных состояний, причем для графена 2s vg g= = ), то выражения 
(5) для погонного значения коэффициента Риги − Ледюка и (7) для удельного 
теплового сопротивления Риги − Ледюка принимают вид 

 ( )
( )

2
20

20 2 ,
F

e
M Ek T

θ ρ
ρ =   (9) 

 ( ) ( )

( ) .oe
RL

F

R
M E

θ
θρ =

ν
  (10) 

Заметим, что формулы (5)−(10) описывают тепловые аналоги для соот-
ветствующих по смыслу выражений из квантового эффекта Холла [4]. 

Эффект магнитотеплосопротивления 

Вернемся теперь к формуле (3) и запишем ее в виде 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), 0
k lij ij ij ijklB B Bθ θ θ θΔρ = ρ − ρ = ρ


,  (11) 

где ( )
ij
θΔρ  ‒ абсолютное удельное магнитотеплосопротивление. Относитель-

ное удельное магнитотеплосопротивление, как следует из (11): 

 
( )

( )

( )

( ),0 ,0
ij ijkl

k l mn k l
ij ij

B B K B B
θθ

θ θ

ρΔρ
= =

ρ ρ
,  (12) 

где mnK  – независящий от магнитного поля универсальный тензор коэффи-
циентов относительного сопротивления [4], представимый для графена в виде 
матрицы 

( )
11 12 13 11 12 13

21 22 23 12 11 13

31 32 33 13 13 33 4

mn

K K K K K K
K K K K K K K

K K K K K K

   
   = =   
   
   

. 

В рамках геометрии, показанной на рис. 1, из (12) получаются следую-
щие выражения для продольного и поперечного относительных магнитотеп-
лосопротивлений: 

 
( )

( ) ( )
2

,0 ,0
,KB

θ
⊥

θ θ
⊥

Δρ Δρ= =
ρ ρ





  (13) 

так как этом случае 23 13K K K= = . В работе [10] показано, что коэффициент 
K  зависит лишь от подвижности μ  носителей заряда и отношения длины 
ГНЛ к ее ширине /L W :  
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2LK g
W
 = μ 
 

, 

где ( )/g L W  ‒ безразмерная функция (см. [4]). 
Из (13) следует, что  

 ( ) ( ),0 2
1Δ KBθ θρ = ρ , ( ),0 2

2 ,KBθ
⊥Δρ = ρ   (14) 

где ( ),0
1 Kθρ  и ( ),0

2 Kθρ  – коэффициенты соответствующих продольных и по-

перечных магнитотеплосопротивлений. Так как и ( ),0
1
θρ  и ( ),0

2
θρ  в (14) крат-

ны ( ) ,oeR θ  то квант коэффициента удельного абсолютного магнито-
теплосопротивления определяется выражением  

 ( ) ( ) ( )
13 230 0 oeR Kθρ = ρ =   (15) 

и измеряется в ( )2K / Вт Тл⋅ . 

Обсуждение 

Итак, в тепловом аналоге квантового эффекта Холла − эффекте Риги − 
Ледюка − также имеют место кванты кинетических коэффициентов, обуслов-
ленные размерным и магнитным квантованием электронных состояний.  
В частности, квант погонного значения коэффициента Риги − Ледюка описы-
вается формулой (5), а квант удельного магнитотеплосопротивления ‒ фор-
мулой (7).  

Для температуры 300 КT =  расчеты по формуле (5) дают для кванта 
погонного значения коэффициента Риги − Ледюка в графене значение 

( ) ( )10
20 4,30 10 К / м Вт Тлθρ = ⋅ ⋅ ⋅ , а для кванта удельного теплового сопротив-

ления Риги − Ледюка согласно (7) значение ( ) ( )
0 / ,RL eRθ θρ = ν  где 

( ) 10 1,18 10 K / Вт oeR θ = ⋅  − квант удельного теплового сопротивления при тем-
пературе 300 К;T =  ν  − фактор заполнения уровней Ландау в магнитном  
поле. 

Как показано в [4], в случае ГНЛ с ~ 1мкмL  и ~ 0,1мкм W  
233,8 ТлK −= , и квант коэффициента удельного абсолютного магнитотепло-

сопротивления, как следует из (15), ( ) ( ) ( )11 2
13 230 0 3,99 10 K / Вт Тлρ = ρ = ⋅ ⋅ . 

Заключение 
Показано, что локализация электронов в графеноподобных электропро-

водящих нанолентах вследствие размерного и магнитного квантования в по-
перечном магнитном поле приводит к появлению квантов коэффициентов 
Риги – Ледюка, квантов удельного теплового сопротивления Риги – Ледюка и 
кванта коэффициента удельного магнитотеплосопротивления. 
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Полученные в работе формулы позволяют рассчитывать значения этих 
коэффициентов для электропроводящих нанолент, если известны их симмет-
рия и физические характеристики. 

В случае полупроводниковых нанолент, естественно, нужно учитывать 
вклад числа электропроводящих каналов как для электронов, так и для ды-
рок, что приводит к увеличению разности температур Риги – Ледюка за счет 
уменьшения удельного теплового сопротивления и соответствующего усиле-
ния плотности теплового потока. 

Результаты работы могут быть использованы для создания термомаг-
нитных датчиков, магнитотерморезисторов и других термомагнитных прибо-
ров. 
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